LOCALISATION DE FAISCEAUX CARACTÈRES 



PRAMOD N. ACHAR ET ANNE-MARIE AUBERT 

RÉSUMÉ. Nous obtenons une formule pour les valeurs de la fonction caracté- 
ristique d'un faisceau caractère en fonction de la théorie des représentations de 
certains groupes finis, liés au groupe de Weyl. Cette formule, qui généralise des 
résultats antérieurs de Mœglin et de Waldspurger, dépend de la connaissance 
de certains sous-groupes réductifs admettant un faisceau caractère cuspidal. 
Dans un second temps, afin de rendre la formule plus explicite dans le cas d'un 
groupe quasi-simple, nous déterminons ces sous-groupes à conjugaison près. 

Abstract. We obtain a formula for the values of the characteristic function of 
a character sheaf, in terms of the représentation theory of certain finite groups 
related to the Weyl group. This formula, a generalization of previous results 
due to Mœglin and Waldspurger, dépends on knowledge of certain reductive 
subgroups that admit cuspidal character sheaves. For quasi-simple groups, we 
make the formula truly explicit by determining ail such subgroups upto conju- 
gation. 



1. Introduction 

Soit G un groupe algébrique rêductif connexe sur la clôture algébrique d'un corps 
fini ¥q et défini sur ce dernier. Nous noterons G = le groupe (fini) des éléments 
de G fixés par l'endomorphisme de Frobenius F associé à la structure Fq-rationnelle 
du groupe G. 

Soit L un sous-groupe de Lévi d'un sous-groupe parabolique de G. Nous notons 
Ldcr et Z°(L) respectivement son groupe dérivé et la composante neutre de son 
centre. Nous considérons une classe de conjugaison O de L/Z°(L), nous notons S 
l'image réciproque de celle-ci dans L via la projection naturelle L L/Z°(L) et Sss 
l'ensemble des parties semi-simples des éléments de S. Nous supposons l'existence 
d'un système local £ sur S tel que la paire (S,f) soit cuspidale au sens de [H 2.4]. 

Soit g un élément de G, fixé une fois pour toutes. Nous l'écrivons g = av, où a 
est semi-simple et v est unipotent et commute à a. Nous posons H := Zq((t). 

Soit X un élément de G tel que x~^ax e Egg. On a alors a G xhx^^. Posons 

:= {xLx-^) n H = Zh(xZ°(L)x-1) 

et considérons l'ensemble 

M = {M^ : x^^ax G Sss} 

de sous-groupes de Lévi de H (isomorphes car conjugués sous G). Nous dirons que 
deux éléments de M sont équivalents s'ils sont conjugués sous H. L'ensemble M 
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est ainsi partitionné en un nombre fini de classes d'équivalence 

M = MlU---UMr- 

Nous démontrerons au Théorème 16.21 que, si G est semi-simple, quasi-simple, et 
différent de PSp2„, PS02„, ^Spin2„ et Ef'^, alors tous les membres de M sont 
conjugués sous H et que si G est l'un de ces quatres groupes, alors A4 se répartit 
en une ou deux classes de conjugaison sous H. 

Pour tout j G {1, . . . , r}, nous fixons un élément G G tel que Mg_^ . e Mj, 
et nous posons 

Tf := ga,Z°(L).g-/ et M, := M^^^ ZnlTf ). 

Nous posons 

W^^:=Nu{M,)/M, et := Ng{L)/L. 

Soit Qj l'élément de tel que F{aj) soit l'image de ga^F{gaj) dans . L'ap- 
plication Ij : NH(Mj) Ng(L) définie par Lj{h) — g'^hga^ induit un plongement 

Le morphisme de Frobenius agit à la fois sur et sur chacun des W^. , mais 
le plongement ij n'est en général pas équivariant pour ces deux actions. Nous gar- 
derons la notation F: pour l'automorphisme de induit par le 
Frobenius, et noterons rjj : W^. l'automorphisme inverse à celui qui est 
induit par le Frobenius sur W^. . 

Soit W^. le produit semi-direct de W^, par le groupe cyclique engendré par rjj . 
Nous notons Irr(Wj^^. )cx l'ensemble des représentations irréductibles de W^. qui 
s'étendent en des représentations de M^^j . Pour tout E' G lTr{W^^)cx, nous fixons 
une fois pour toutes une extension E' à W^. . 

Nous associons à tout élément w de une certaine fonction de Green 

(voir (fT8| ) et pour tout E' G Irr(Wj^^. )cx, nous posons 

Nous prenons pour E (système local sur S) l'image réciproque, sous l'application 
naturelle L L/Ldor x L/Z°(L), du produit tensoriel externe d'un système local 
Kummerien de rang 1 sur le tore L/Ldor et d'un système local irréductible L- 
équivariant sur O. Nous supposons que la paire cuspidale (E,f) est F-stable, et 
fixons un isomorphisme ipo: F*£ ^ £. Nous posons 

W^,£ — e Ng(L) : nYsn-^ = E, ad(n)*£: ^ f } /L. 

Nous supposons que W§g est produit semi-direct d'un groupe de Coxeter fini par 
un groupe abélien fini (dans le cas où le centre de G est connexe, W^g est un 
groupe de Coxeter fini, voir par exemple [9l (5.16)], [101 § 4.2]). Nous notons g 
l'ensemble des racines positives associées à ce groupe de Coxeter. Soit 

= |n G Ng(L) : F{nT.n-^) = E, &à{n)* F* £ ^ f | /L. 
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Il existe un élément unique wi du groupe de Weyl de G tel que = WiW^^ et 
tel que l'application 71: W^g — > W§£ définie par 71 (w) = w^^ {w)wi envoie 
tout élément de s ^ur une racine positive. Soit le produit semi-direct de 

par le groupe cyclique engendré par 71. Nous notons lTr{W^g)cx l'ensemble 
des représentations irréductibles de qui s'étendent en des représentations de 

ex, nous choisissons une extension E de E qui est définie 

sur 'Q. 

Un rôle important sera joué par les ensembles de double classes 

pour 1 < j < r. Dans chaque double classe y.Ç: Mj, nous choisissons, une fois pour 
toutes, un représentant w^, nous posons 

W{u) = w,Wl, n F-H^v^){a,W^.)w-\ 

et nous définissons deux plongcmcnts comme suit : 

A: W{v) ^ W^^, X{w) = V~\aj'F-\w^')ww^) 

k: W{v) ^ W^^s. ^{^) = 7r'K"V)- 

Nous introduisons maintenant une famille d'accouplements, paramétrée par les Mj, 
qui refient les ensembles Irr(W££)ex et Irr(Wi^^.)ex- Soit V & Nj.^i E & Irr(W££)ex 
et E' G Irr(VK;^^)ex, on pose 

Nous choisissons un représentant thi de wi dans Ng(L) ainsi qu'un élément g^i de 
G tel que g^lF{g^^) — F{wi), et nous posons 

Nous posons 

tIo =IC(Ë,f)[dimS] 

(lequel est un faisceau caractère cuspidal sur L, si la caractéristique de Fg est bonne 
pour G) et nous notons 

K = K(L, T., £) = md^ Aq 

le faisceau pervers semi-simple sur G paraboliquement induit à partir de ^0 au 
sens de Lusztig ; K est naturellement muni d'une structure mixte, nous notons 
(fi: F*K — > K l'isomorphismc correspondant à cette dernière et XK,<f'- G ^ Qe 
la fonction caractéristique de {K, ip) . Les composantes irréductibles de K sont des 
faisceaux caractères -F-stables (la structure mixte (fA- F*A^ A sur un tel faisceau 
caractère A est induite par ip) et tout faisceau caractère F-stable sur G est une 
composante d'un induit de ce type. 
Nous définissons alors 

K""^ := X(L'"SS"'i,f"'i), 

nous fixons (p^^ : F*£'^^ ^ f ""^ de sorte que l'isomorphisme F* Aq ^ Aq induit 
coïncide avec et nous notons t^""^ : F*K^^ ^ K'^^ l'isomorphisme par ip. 
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Le complexe K^^ admet la décomposition suivante : 

A 

OÙ Va = Hom7KG(yl, if^i) est une représentation irréductible de W§g. 

Pour tout faisceau caractère A = Ae, avec E g Iti{W^£)cx, nous obtenons au 
Théorème 14.31 la formule suivante pour la valeur de la fonction caractéristique de 

Ae 

r 

XaA'^v)^J2T. E {E,E')^Qe'{v). 

Un cas particulier de la formule ci-dessus (celui correspondant à cr = 1), dû à 
Lusztig {cf. [6]) a été l'un des ingrédients essentiels de [î]. Dans le cas "opposé" au 
précédent (correspondant aux faisceaux caractères dans la série unipotente), une 
formule du type ci-dessus a été obtenue par Shoji en |1H Lemma 4.5]. Des formules 
générales pour les groupes symplectiques et spéciaux orthogonaux figurent dans les 
travaux de Mœglin et Waldspurger (l'entier r est alors égal à 1). Notre formule 
en est inspirée (en particuHer de |Ï2l Proposition 7.2]) et notre démonstration est 
une combinaison de [71 Proposition 2.16] et [121 Lemme 7.1]. Notre formule est 
cependant moins explicite que dans loc. cit. dans la mesure où nous n'avons pas 
explicité les structures mixtes concernées. 

2. Quelques Rappels sur les Faisceaux Caractères 

2.1. Complexes admissibles. Soient F, la clôture algébrique d'un corps fini Fg 
de caractéristique notée p et G un groupe algébrique réductif connexe sur qui est 
défini sur F^. Nous noterons F l'endomorphisme de Frobenius associé à la structure 
Fg-rationnelle de G et G le groupe (fini) G^ des points de G fixes par F. 

Nous notons A^(G) la catégorie des faisceaux pervers sur G. 

Soit L un sous-groupe de Lévi d'un sous-groupe paraboHque P de G. Nous 
notons Ldor le groupe dérivé de L et Ti la composante neutre Z°(L) du centre de 
L (donc L = Zg(Ti)). 

Soit S l'image réciproque dans L d'une classe de conjugaison O de L/Ti sous 
la projection naturelle L L/Ti. Soit E un système local sur S, qui est l'image 
réciproque, sous l'application naturelle L L/Ldcr x L/Ti, de C M£' , où C est 
un système local Kummerien de rang 1 sur le tore L/Ldcr et £' est un système local 
irréductible L-équivariant (pour l'action de conjugaison) sur O. 

Nous supposons que la paire (S, 8.) est cuspidale au sens de [31 2.4]. Nous la sup- 
posons aussi i^-stable {i.e., -F(E) = S et F*£ ^ S), nous fixons un isomorphisme 
ip' : F*£' ^ £' et notons ip^: F*£ ^ £ l'isomorphisme induit par Lp' . Nous posons 
Ao = IC(Ê,£:)[dimS]. 

Remarque 2.1. Si la caractéristique p est presque bonne pour G {i.e., p est bonne 
pour tout facteur de G de type exceptionnel et il n'y a pas de condition pour les 
facteurs de type classique), alors Aq est un faisceau caractère cuspidal sur L. 

Soit K = KÇL, E, £) = indp Aq le faisceau pervers sur G induit à partir de 
{cf. (SI §4.1]). Il est semi-simple et est naturellement muni d'une structure mixte {cf. 
[H §8.1]). Nous notons (p: F*K ^ K l'isomorphisme correspondant et XK,ip- G 
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la fonction caractéristique de {K, ip) , qui est une fonction centrale sur G et est 
définie par 

XK,^(x)=^(-irTr(^,H^(if)), 

i 

où Hl.{K) désigne la fibre en x G G du i-ème faisceau de cohomologie W{K) de K. 

Les composantes irréductibles de K sont des faisceaux caractères -F-stables (la 
structure mixte (pA- F*A^A sur un tel faisceau caractère A est induite par ip) et 
tout faisceau caractère F-stable sur G est composante d'un induit de ce type. 

Nous posons 

(1) W^^i; := {n e Ng(L) : nJ:n-^ = S, ad(n)*£ ^ £^ /L. 

L'algèbre d'endomorphismes EnàMciK) de K dans G est isomorphe à l'algèbre 
de groupe QiW^^ tordue par un 2-cocyle ([4, 3.4]). Shoji a montré en ^ Lem. 5.9] 
que le cocycle est trivial lorsque le centre Z(G) de G est connexe et que le groupe 
G/Z(G) est simple. Nous supposons dorénavant le cocycle trivial. 

Soit 

= |n G Ng(L) : F{nEn-^) = S, ad(n)*i^*£' ^ /L. 

Lorsque le centre de G est connexe, le groupe W^^- est un groupe de Coxeter fini 
(voir O (5.16)] et ]TÔ\, § 4.2]). En général W^^- devrait être produit semi-direct d'un 
groupe de Coxeter fini par un groupe abélien fini. Nous notons g l'ensemble des 
racines positives associées à ce groupe de Coxeter. 

Il existe un élément unique wi du groupe de Weyl de G tel que Z^.f — wiW^^ 
et tel que l'application 71 : définie par 71 (w) = w^^F~^{w)wi envoie 

tout élément de s ™^ racine positive. L'isomorphisme QgW^^ c:^ FiudiK) 
donne lieu à un isomorphisme entre les deux diagrammes suivants : 



}iom{K,F*K) 





Pour / G Fiiid{K), on a donc 7i(/) — ip o F*{f) o ip^^. 

Soit le produit semi-direct de par le groupe cyclique engendré par 71 . 

Nous notons Irr(M/^£-)cx l'ensemble des représentations irréductibles de qui 
s'étendent en des représentations de W^^. Pour E G lTr{W^g)cx, nous choisissons 

une extension E de E qui est définie sur Q. 

Nous associons à tout élément w de Ng(L)/L le sous-groupe de Lévi L'" (in- 
stable) de G défini comme suit : nous choisissons un représentant w de w dans 
Ng(L) ainsi qu'un élément gw de G tel que g~^^F{gw) — F{w), et nous posons 

(2) L-:-.g^L5Ti. 
Soient 

(3) f = ad(5Ti)*£, X- = if (L^, I]-, O, 

et soient ipg : F*£^ ^ f et (/s™ : F*K^ ^ if™ les isomorphismes respectivement 
induits par (po et par Lp. 
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Nous construisons : F*£'"^'^ ^ S""^"" et (f""^"" : F*K'"^'" ^ K""^"" au moyen 
de ■woad{'w)*ipQ^ : {Fwiw)*£ ^ £. Nous fixons (pg\ comme il est loisible, de sorte 
que <Pg ^ : F* ^ Aq coïncide avec ipAo = 'Po- 

Le complexe K"^^ admet la décomposition suivante : 

A 

OÙ Va = ïloraMoiA, K^^) est une représentation irréductible de W^g. 

Pour chaque composante A de K'^^ , choisissons une structure mixte ipA '■ F* A ^ 
A. Ensuite, munissons Va d'une structure de M^^g-module comme suit : pour tout 
V G Va, posons 7^"^ • v = ip"^^ o F*{v)ipA- H est facile de vérifier que cette structure 
est bien définie : pour tout e End{K), on a 

7i(0)(7ri • v) = {^^^ o F* (9) o (^"-1)-!) o ((^-1 o F*{v) o 

= (^""1 oF*{0ov)oipA^ 7f ^ • {9 o v). 

Soit E une représentation irréductible de isomorphe à Va- Quitte à rempla- 
cer ifA par le produit de celui-ci par une racine de l'unité, nous pouvons supposer 
que Va est isomorphe à E comme représentation de W^^, pour tout A = Ae où 
Va correspond à 7^"^ sur E. Les arguments similaires à ceux de [3 10.4, 10.6], [H 
(2.17), (5.17)] montrent que 

(4) = X! Tr(7iu;,£')xAE- 

£;6lrr(WE,£)cx 

Il s'ensuit 

(5) XAE = \Wl£\-^ J2 Tr(7i«;,^)xiï™i™,^™i- 

2.2. La formule du caractère. Pour déterminer la valeur de xAe sur un élément 
g de G, nous sommes donc ramenés à calculer xk^'i^ .^p'^i'^ig)- Pour cela, nous 
écrivons g = av, on a est semi-simple et v est unipotent et commute à cr et nous 
allons utiliser la formule du caractère qui suit. 

Nous notons Sss l'ensemble des parties semi-simples des éléments de S, et nous 
posons H := Z^(cr) et iï = H^. 

Soit X un élément de G tel que x~^ax G Egs. On a alors a S xhx^^. Posons 

(6) :^ {xl,x-^)nU. 

Le groupe M^; est un sous-groupe de Lévi d'un sous-groupe paraboHque de H. 

Nous notons Ox l'ensemble des éléments unipotents v' de H tels que av' S 
x^x~^. L'ensemble Ox est une classe unipotente de M^: {cf. [U Proposition 7.11(c)]). 
Soit J-x le système local sur Ox, défini comme l'image réciproque de £ sous l'appli- 
cation V i— > x~^avx de Ox dans S. Cette application étant définie sur Fg, l'isomor- 
phisme ipo : F*£ ^ £ induit un isomorphisme (fx ■ F*Tx ^x- 

Soit maintenant IMTx l'image réciproque de Tx sous l'application Z°(Mx)C'x 
Ox- La paire [7j°{yix)Ox, 1 ^ ^x) est une paire cuspidale F-stable sur M^;. 

Soit Ax = lC{7j°{yix)Ox, 1 Kl Tx)- C'est un faisceau caractère cuspidal sur M^. 
Nous posons = uid^^{Ax)- La restriction de Ax à la variété unipotente de M^^ 
(et donc celle de à la variété unipotente de H) n'est pas identiquement nulle. 
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La fonction de Green généralisée Qm^.O-^,j^-^,ip^ variété unipotente de H 

est définie par (c/. (11(8.3.1)]): 

(7) Qm^.,o^,J^^.vA'") Xk^,v{v), pour tout élément unipotent v de H. 
On a la formule du caractère suivante ([SI Theorem 8.5]) : 

(8) XK,^A'^v) = \H\-'\Lr' Y. \M.\Qm.,o..^.,^M- 

Remarque 2.2. L'équation |[5|), suivie de ^ appliquée à , puis de (U 

appliquée à chacun des XK^.ip^ fournit une certaine expression de XAe,'pa- Pour 
obtenir une formule réellement explicite il faudrait être en mesure de calculer les 
divers isomorphismes ip-> et de décrire plus précisément 

{x & G : x~^c7x e Sss}. 

Ce dernier point est traité par Shoji en ^ Lemma 4.5], sous l'hypothèse (vérifiée 
dans les groupes simples adjoints de type B, C ou D) que deux éléments semi- 
simples isolés dans un groupe G donnfl et possédant des centraHsateurs isomorphes 
sont conjugués dans G : si nous fixons un élément go — ctqVq de S, la condition 
x~^ax G Sss est alors équivalente à la condition que M^; soit un sous-groupe de 
Lévi de H conjugué sous G à Zq(cto). 

Soit w e W^. Nous noterons A:l,i;,£(w) = k{w) la fonction trace du complexe 
tordu K"^ . L'équation ^ appliquée à K'^ donne : 

(9) k{w){av) = \H\-^\L-\-^ Y. I^CIQm™,o»^»,^™M, 

xeG 

x^^ axÇiT^^^ 

où 

M™ = ZuixT'I'x-^) = xZlu,{x-^ax)x-\ 
3. Notations 

3.1. Sous-groupes de Lévi dans H. On garde toutes les notations du paragrphe 
précédent : G est un groupe réductif ; L est un sous-groupe de Lévi possédant une 
paire cuspidale (S,f) ; Sss est l'ensemble des parties semi-simples des éléments de 
Y,; et g = av est l'élément en lequel on veut calculer la valeur de xae- Considérons 
l'ensemble 

(10) M ^ {M^ : x-^ax e^ss}, où M^, = Zh{xTix~^) = xZl{x~'^ax)x~^ . 

(On n'exige pas que a; G G ici). Ainsi que nous l'avons déjà remarqué, tout M^; 
est un sous- groupe de Lévi du groupe réductif H. Rappelons que les sous-groupes 
de Lévi d'un groupe réductif à conjugaison près sont paramétrés par les orbites 
du groupe de Weyl sur l'ensemble des sous-graphes du graphe de Dynkin. En par- 
ticulier, il y a, à conjugaison près, un nombre fini de sous-groupes de Lévi. Par 
conséquent, A4 est partitionné en un nombre fini de classes d'équivalence 

(11) M = MlU---UMr, 

où M.X et My sont dits équivalents s'ils sont conjugués sous H. (Nous verrons à la 
Section [6] que si G est quasi-simple, alors r < 2, et en fait r = 1 dans la plupart 
des cas). 



Un élément semi-simple ct de G est dit isolé si H a même rang semi-simple que G. 
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Remarque 3.1. Il est à noter que tous les membres de M sont conjugués sous 
G, et donc isomorphes. En effet, il est clair que chaque M^; est conjugué sous G 
au centralisateur dans L d'un élément de Egs- Mais il s'ensuit de la définition de E 
que tous les éléments de Sgs sont conjugués à multiplication par un élément central 
près, et donc leurs centralisateurs sont conjugués dans L. 

Pour tout j G {1, . . . , r}, nous fixons un élément ga^ G G tel que M^^ e Aij. 
Posons 

(12) Tf :=g,^.Tig-/ et M, := M^^^ = ZH(Tf ). 

Ensuite, soit aj l'élément de tel que F{aj) soit l'image de ga^^iga,) dans . 
Le groupe Mj est un sous- groupe de Lévi de H. Nous posons 

(13) lyH^. :=Nh(M,)/M,. 

Exemple 3.2. Supposons qu'il existe un élément xi de G tel que xï^axi S S™. 
Pour l'un des ga^, on peut prendre gaj = xig^- On aura alors = xiTfxî^ et 
Mj = xiZf^„{xi^<7Xi)xi^ C H. Dans ce cas aj = w. 

On remarque aussi que Nh(T^) = Nh(Mj) et Ng(Ti) = Ng(L). 
De l'appHcation 

(14) : Nh(M,) ^ Ng(L), h ^ g-^hga, 
se déduit un plongement 

(15) 

Bien que le morphisme de Frobenius agisse et sur et sur tous les W^. , il 
est à noter que le plongement ij n'est en général pas équivariant pour ces deux 
actions. Nous gardons la notation F: pour l'automorphisme de 

induit par le Frobenius, et note -qj : l'automorphisme inverse à celui 

qui est induit par le Frobenius sur . Il s'ensuit des définitions de îj et de aj 
que 

ïj{F{h))^g-^^F{h)ga^ 

= 9â-F{9a,)F{g-^'hga^)F{ga^)-^ga, = F{a,)F{Z,{h))F{a,)-^ 

Remplaçons F{h) par son image w dans W^, et Ij par bj. On obtient l'égalité 
ijiw) ~ F{aj)F{ij{rij{w)))F(aj)~^ , ou, autrement dit, 

(16) ajtj(ï7j(w)) = F-^{tj{w))aj. 

Désormais, nous identifions W^. avec son image par ij. Si u; G W^m^ i ii'y ^ 
donc aucune ambiguïté dans la notation F[w) : c'est l'image sous le morphisme de 
Frobenius de w en tant qu'élément de . 

3.2. Actions de Frobenius et Doubles Classes dans . Il s'ensuit de lfT6|) 
que agit sur cLjW^. par ^"^-conjugaison ; i.e., pour tout w G W^m^ ' 

a F~^{'w){ajW^.)w^^ — a-jW^^. De plus, les orbites de cette action sont en 
bijection avec les classes de T^j-conjugaison dans W^., via la bijection évidente 
^ %^Mj donnée par w ajW. (Rappelons que deux éléments u,w G W^Mj 
sont dits rjj -conjugués s'il existe un w G tel que rjj{w)uw^^ — v). 
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Cette situation est parallèle à celle de et wiW^^. À savoir, agit sur 
WiW^i^ par i^~^-conjugaison, et les orbites de cette action sont en bijection avec 
les classes de 71-conjugaison dans W^^-. 

Nous notons ^tj^, ~7i, et ^p-i les relations de rjj-, 71-, et ^"^-conjugaison, 
respectivement. Si w G W^s^g, son stabilisateur sous la 71-conjugaison sera noté 
Zj-^{w). Si w G W^Mj (resp. w G W^), alors Z^^. (w) (resp. Zp-i{w)) est défini de 
manière semblable. 

Ensuite, nous notons W^. le produit semi-direct de par le groupe cyclique 
engendré par rjj. ln:{W^.)cx désigne l'ensemble des représentations irréductibles 
qui admettent une action de W^.. Pour tout E' e li-ï{W^.)cx, nous fixons une fois 
pour toutes une extension E' en représentation irréducible de . 

Les calculs de la Section [4] entraîneront une comparaison de l'action de sur 
ttjW^. et celle de W^g sur wiVF^g. Nous posons 

Dans chaque double classe Mj, choisissons, une fois pour toutes, un repré- 
sentant Wy^. Nous posons 

(17) W{y) = w^Wls n F-\w^){a,W^^)wZ\ 

et nous définissons deux plongements comme suit : 

A: W{k) ^ W^^, \{w) = Tlj\a^^F-\w-^)ww^) 

Nous remarquons que si l'on remplace par w^v, où w G ^Mj' alors W{]/) ne 
change pas, car ajW^^ est stable sous ^"^-conjugaison par v. D'autre part, si l'on 
remplace par ywj^, où y G W^^, alors W{]/) est remplacé par son F~^-conjugué 

Lemme 3.3. Soit t <E v_, et posons P[t) = {{y,z) G x W^. : yw^^z — 

w^^F-^t)aj}. Alors \P{t)\ = \W{e)\. 

Démonstration. Montrons le lemme d'abord dans le cas on t — w^. Si ywjy_z = 
w^^F~^{wj/)aj, alors wiy = F~^{wj^ajZ~^w~'^ , et donc wiy G W{v). L'appHca- 
tion (f): P{wjJ définie par {y,z) 1— > wiy est injective puisque z est déter- 

miné par y. D'autre part, cette application est aussi surjective : si w G W{iy), alors 
posons y = w^^w G et z — {aJ^F~^{w~^)wWj^)^^ G W^m^-- H est clair que 

yWjyZ = Wi^f~^{'WiJaj, et donc {y,z) G P{wy) et (f>{y^z) = w. 

Ensuite, si t ^ it;^, posons W [y) = wiW^^ H F~^{t){ajW^.)t~^. D'une part, 
l'argument du paragraphe précédent montre que \P{t)\ = \W'{v)\, et d'autre part, 
les remarques qui précèdent le lemme montrent que = D 

Nous introduisons maintenant une famille d'accouplements, paramétrée par les 
JVj, qui rehent les ensembles Irr(W^^£)ox et Irr(W^]i^^ )ex. Soit ly € Afj. Si E e 
Irr(M/^£)cx et E' G Irr(T4^]^^. )ox, on pose 

iE,E')^:^—^ J2 Tr(7i«(2«),É)Tr(r7,A(M),^')- 
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3.3. Fonctions de Green. Pour tout j et tout w G i nous choisissons un 
représentant w S NH(Mj) ainsi qu'un élément hyj & il tel que h^^Fihyj) — F(w). 
Ensuite, posons 

Les M™ sont tous F-stables. M™ et sont conjugués sous H si et seulement si 
w et w' sont r/j-conjugués dans M^m^. 

Révisons la construction de la fonction de Green généralisée Qm^,o^,3^^,tp^- Nous 
allons d'abord vérifier que sa définition ne dépend pas de mais seulement du 
groupe M^. (C'est-à-dire, si = M^, alors Qm,,o,,^,,vx = <3m^,o„,^„,¥=„)- 
plus, si Ma; et Mj, sont conjugués sous H , alors leurs fonctions de Green respectives 
sont égales. 

Remarque 3.4. Nous supposons que les groupes M^; et égaux et que, soit H, 
soit L, est égal à G. L'égalité des groupes Ma; et Mj^ est alors équivalente à celle 
de xhx'^ et de yï-iy~^ (en effet, si H = G, nous avons M^; = xIjX^^, et si L = G, 
nous avons xhx'^ = G, et, par conséquent, M^; = H). Il existe alors n G Ng(L) 
tel que y = nx et l'orbite unipotente Oy s'écrit 

Oy = {v" G G : av" G nx^x-^n-^} = {v" G G : a{n~^v"n) G x^x"^} , 
puisque a est central dans G, autrement dit, Oy — nOxn^^. 
Lemme 3.5. Si = My, alors Qm,,o^,^^,^^ = Qmy.,Oy.,:Fy.,vy- 

Démonstration. Nous supposons les groupes M^; et M^ égaux. 

• Egalité de Ox et de Oy. Si M^; = Mj, = G, on a en particulier H = G, et donc 
il résulte de la remarque 13.41 que Ox = Oy . 

Nous supposons dorénavant M^; — Mj, ^ G. Lorsque G est un groupe de type 
exceptionnel, la Table [U montre que les seuls cas à considérer sont les suivants : 

(1) G = Ef'i ou G = Eg et M^ = xLx'^ = Eg (p = 3) : d'après [F, Proposi- 
tion 20.3. (a)] la classe unipotente régulière de M^; est la seule à porter un 
système local cuspidal, 

(2) G = Es, Ma; = xLx^^ Et (p = 2) : d'après [3 Proposition 20.3. (c)] la 
classe unipotente régulière de Ma; est la seule à porter un système local 
cuspidal, 

(3) G = L = Eg, Ma; = E7 X Al (p 7^ 2) : il n'y a pas de système local cuspidal 
à support unipotent dans E7 lorsque p ^ 2, donc ce cas ne se produit pas, 

(4) G = L = Es, M, = Ee X A2 {p ^ 2) : 

(a) si p 7^ 3, d'après P, Proposition 20.3] la classe unipotente E6(a3) est 
la seule à porter des système locaux cuspidaux, 

(b) si p = 3, la classe unipotente régulière de Eg est la seule à porter des 
système locaux cuspidaux. 

Dans chacun des cas énumérés ci-dessus, il y a donc au plus une classe unipotente 
portant des système locaux cuspidaux, donc nécessairement Ox = Oy. 

• Isomorphie de Tx et de Ty. Dans chacun des cas (1), (2) et (4), la remarque l3.4l 
s'applique et montre qu'il existe n G Ng(L) tel que y = nx. D'après [5l (8.3.2)], pour 
définir la fonction de Green généralisée ip^ ■> nous aurions pu remplacer £ 
par un système local £1 défini comme l'image réciproque sous l'application naturelle 
L L/LderXL/Ti, de Q^Klf , où £' est un système local irréductible L-équivariant 



LOCALISATION DE FAISCEAUX CARACTÈRES 



11 



sur O. Nous savons, d'après \4^ Theorem 9.2], que le groupe W^^^ est isomorphe à 
Ng(L)/L. L'élément n vérifie donc (ad(n))*£i ~ £i. Nous avons vu que Ox — Oy. 
Il s'ensuit que Tx — 

• Indépendance de la structure mixte. L'argument qui suit est inspiré de celui 
utilisé par Slioji dans la preuve de {TU Lemme 4.5]. Nous notons encore ipQ l'isomor- 
phisme ipo : F* Si ^ £i induit par ip' : F*£' ^ £' . Par définition de l'isomorpliisme 

ipx- F*Tx ^ Tx, on a 

Tr((/3a;, {J^x)v') Tr((^o, {^\)x-^av'x)-, pour tout v' G cf. 

Notons n l'image de n par la projection L L/Ti. L'action par conjugaison de n 
sur L/Ti induit un isomorpliisme {&An)*£' ^ £' compatible avec l'isomorpliisme 
ip': F*£' ^ £'. Il en résulte que T^t:{v' ,^'p(x-^av'x)) = ^"^(v' ■,£'p(y-iav'y))^ où p est la 
projection naturelle de S sur S/Ti. L'égalité de Tt[<Px, {^x)v') et de Tr((^y, {J-y)v') 
s'ensuit. La structure mixte ne dépend donc que de Mj^. □ 

Pour tout w € , posons 

(18) Qw '■— la fonction de Green associée à M™. 
D'après le paragraphe précédent, Qw est bien défini, et 

Qw — Qw' si w et w' sont 77j-conjugués. 
Enfin, pour tout E' G lrr{W^.)c^, on pose 

Il s'ensuit que 

Qw'{v)= Y. TTivjw',É')QE'iv). 

£;'eIrr(WH Jox 

4. La Formule du Caractère 

Dans cette section, nous établissons le résultat principal en trois étapes. La 
première étape (le Lemme 14. ip consiste à modifier la formule ^ de manière qu'il 
n'y reste aucune mention d'éléments de G. Dans la seconde étape (le Lemme . 
on fait intervenir les ensembles de doubles classes A/^ dans la formule. Cela permet 
enfin d'écrire au Théorème 14.31 la formule cherchée pour XAe- 

Lemme 4.1 {cf. [U Proposition 2.16]). Pour tout w € W^g, on a 

1,1 X/ N ^ |Zf-i(wm;) ^ 
k(wiw){av)^^ — 2^ Qw' 

,=1 I'^'m,! 
Démonstration. D'après ([9]), on a 

(19) k{w,w){av) = \H\-^\L^^^\~^ ^ l^^r"'IQM™-,o-™.^r-.^r™ 

xeG 
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Soit x e G tel que x ^ax & S^^™. Il s'ensuit que 9^^-^^^ ^'^^9{wlw} ^ ^«s- Évi- 
demment, on a 

M-^- = Zn{xT^,^x-') = Zu{x9^^-^^T,g-\^^x-'). 

En particulier, M™^™ appartient à l'ensemble A4, et donc à un certain Mj, où 
j = j{w,x) e {1, . . . ,r}. Ensuite, M^^"", étant i^-stable, est conjugué sous iî à un 
M!j" ,oùw'g est unique à jy^-conjugaison près. Cette classe de Ty^ -conjugaison 

sera notée C{w,x). Pour tout w' £ C{w,x), on a 

Qw' = '9M™i"',o™i"',jp-™i™,tp™i"'- 
De plus, si w' G C{w, x), le fait que 

Z°(Mf) = .g^^9.,Tl.g,7.g7l et Z^M^n = xg^^-^^T,g-\^^x-' 

sont conjugués sous G implique que les images dans des deux éléments suivants 
sont i^~^-conjuguées : 

9â-9;L'Fi9^'9a,) = 9â-F{w')ga^g-'F{ga^) = r(i^(u;'))5a/i^(ffa, ), 
o-i. x-^F(xg, ■ ,) ^ F((wiw)). 

Leurs images dans sont 'q~^{w')F{aj) et F{'Wiw), respectivement. De la dé- 
finition de rjj se déduit la formule ri~^{'w') — F{ajw'a~^). On sait donc que 
F(ajw') ^p-i F{wiw). Il est clair que F respecte les classes i^~^-conjugaison, 
et la condition précédente équivaut à ce que 

ajw' wiw. 

Pour chaque classe de Ty^-conjugaison C C W^., posons 

Y{C) ^{xeG: x-^ax G S^^^"", j(w,x) = j et C{w,x) = C}. 

L'ensemble Y(C) est vide sauf si un (et donc tout) membre de ajC est F~^-conjugué 
à wiw. Choisissons un représentant Wq de chaque classe. Le cardinal et 
la fonction de Green Q^'^ sont tous deux indépendants du choix de Wp. La for- 
mule (fÏQl) devient donc : 

r 

k{w,w){av)^\HnL-^-\-'J2 E E im'^^-Hq^h- 

L'élément x ne joue plus aucun rôle dans la formule ; on peut remplacer la deuxième 
somme ci-dessus par le cardinal de Y{C). Ensuite, on peut remplacer la somme sur 
certaines classes de 77^ -conjugaison par une somme sur certains éléments w' £ W^. , 
pourvu qu'on divise aussi chaque terme par le cardinal de la classe correspondante. 
Ce cardinal est égal à IM^mJ/IZ^^ (it;')|, et l'on obtient donc 

k{wiw){av) = \H\ \L ' \ ^ Qn,'(v). 

J 
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Ici, Y{w') désigne l'ensemble Y{C), où C est la classe de r^j-conjugaison de w' . 
Enfin, l'argument de [3 p. 510] montre que 

^ \H\\L-^-\\Z^-.{w,w)\ 

I |Af°^-'"c||Z^^.(w')| 

La formule cherchée s'ensuit. □ 

Lemme 4.2 {cf. O Lemme 7.1]). Pour tout w e W^^, on a 

1 

Démonstration. Il est clair que pour tout w' figurant dans la somme du Lemme [4TT| 
le cardinal de l'ensemble des t e tels que F~^{t)ajw't^^ — wiw égale celui de 
Zp-i{wiw). Donc 



-iwiw F{t)ajw't ^=wiw 

Pour tout t, soit la double classe W^gtW^. . D'après le Lemme [331 on a 

k{wiw){av) 



{t)aj'w't~^—wi'w 

La condition yw^z = w^^F~^{t)aj implique que t^^ — F{aJ^w:^^^y^^w^^), et la 
condition F~^{t)ajw't^^ — wiw équivaut à ce que ywi/zw' F{ajZ'~^w^^y^^wï'^) = 
w. La formule ci-dessus devient donc : 

(20) k{w,w){av) ^ Y. -1- Y ïï^ E 

La condition dans la troisième somme peut également s'écrire sous de nombreuses 
formes équivalentes, dont : 

ywj^zw' F{ajZ~^w'^^y^^w^^) — w 

w^zw' F{ajZ~^w^^) — y~^wF{wiy) 

F-^{w^)F-^{zw')ajZ-^w^^ = F~^{y~^w)wiy 

F"'^{wu)ajrij{zw')z^^w^^ = wiji{y^^w)y 

F-'^{w^)aj7]j{zw'7]J^{z-^))w^'^ = wiji{y-^wj:[^{y)) 
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La dernière de ces possibilités équivaut à l'énoncé suivant : 

Il existe un w S W{iy) tel que k{w) — y~^w^ï^{y) et A(w) = zw'rij^{z^^). 
On peut maintenant écrire la formule comme suit : 
1 1 

j=i I M,-i I „'gi4.H^_ tuevi/(i/), aewg^, zewS^ 

Il est clair qu'on peut remplacer l'égalité k{w) — y^^w^i^iy) par la condition 
k{w) w, pourvu qu'on introduise en même temps la multiplicité \Z^-^{w)\, et de 
même pour la condition sur w' : 

M»,.)M = É^Ei^ j: |Z,.(»)I|Z„(»')I<3»^. 

Ensuite, puisque Qw' ne dépend que la classe de ry^-conjugaison de w' , on peut le 
remplacer par Qx(w)- On peut également remplacer |Z^^(u'')| par |Z^^. (A(ui))|, et on 
obtient ainsi une formule dans laquelle w' ne joue plus de grand rôle : 

fcKHM^E^^E rwTT^ E E |z..(a(-))IQa(^). 

Le nombre de w' G W^. tel que X{w) w' est simplement le cardinal de la classe 
de ry^-conjugaison de A(u;), soit |W^mJ/|Z^^ (A(w))|. On a donc 

i=i j^eTVj ' 2)6^(1^) 

ce qui est la formule cherchée. □ 

Enfin, nous pouvons combiner les deux lemmes précédents avec les développe- 
ments de la Section m 

Théorème 4.3. Pour tout E e Irr(VK^£)cx et tout g = av & G , on a 

r 

XA.M^EE E {E,E%Qe'{v). 

j=l ueAfj E'elrriW^ . )cx 
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Démonstration. D'après |[5|), on a 



1 ~ 1 



Y 



|Z^,(/t(w ))| 



Tr(7iK(«;),É)QA 



(h)- 



Ici, on a utilisé deux conséquences du fait que k{w) et w sont 71-conjugués : d'une 
part, |Z-yj(u')| = |Z^j(k(w))|, et d'autre part, on en déduit que les éléments 7ik(w) 
et 71W de W^g sont conjugués, et donc que Tr(7iw,i?) = 1ï{'-^ik{w), E). 

Ensuite, on peut simplement enlever l'expression entre parenthèses ci-dessus : 
le nombre de w S W§g qui sont 71-conjugués à k{w) n'est autre que le cardinal 
de la classe de 71-conjugaison de soit |M^^£|/|Z-yi(K(î«))|. La formule devient 

donc : 



XAe {(^v) 



TTij'X{w)),É')QE'{v) 



Y^Yl Y {E,E')^_Qe'{v). 



□ 



5. Classification des Sous-groupes de Lévi admettant un Faisceau 

Caractère Cuspidal 

Supposons G semi-simple et quasi-simple. Nous déterminons dans cette section la 
liste des sous-groupes de Lévi de G (à conjugaison près) qui admettent un faisceau 
caractère cuspidal. Il n'y a rien d'original ici : Lusztig a donné très explicitement 
en [5| la liste des groupes quasi-simples qui admettent un faisceau caractère cuspidal, 
et il a également indiqué en loc. cit. un procédé pour déterminer si un groupe 
réductif donné en admet un ou non. Nous ne faisons qu'effectuer ce procédé. 

Rappelons les étapes de ce procédé maintenant. Soit K un groupe réductif, et 
soit X un caractère du groupe des composantes de son centre Z(K)/Z°(K). Soit 
K° l'ensemble des faisceaux caractères cuspidaux sur K, à isomorphisme près, sur 
lesquels Z(K)/Z°(K) agit par x- 

- Si K est semi-simple et quasi-simple, Lusztig a déterminé explicitement pour 
chaque x si K° est vide ou non vide. 
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- Si K est produit direct des groupes semi-simples et quasi-simples, K Ki x 
• ■ • X K„, alors est non vide si et seulement si (Ki)°|^ est non vide pour 
tout i. 

- Si K est un quotient central d'un produit direct K des groupes semi-simples 
et quasi-simples, soit tt: K — > K l'application quotient. Alors K° est non vide 

si et seulement si K^^^ l'est. 

- Si K est non semi-simple, alors K° est non vide si et seulement si (K/Z°(K))^ 
l'est. 

(En fait, il est également possible d'obtenir un paramétrage explicite de K° au 
moyen de ce procédé, mais nous n'en aurons pas besoin dans la suite.) 
Les observations suivantes nous seront utiles : 

Lemme 5.1. Tout sous-groupe de Lévi d'un groupe algébrique quasi-simple possède 
au plus un facteur quasi-simple de type différent de A. 

Démonstration. Le graphe de Dynkin d'un groupe quasi-simple et non de type A 
doit contenir soit une arête de multiplicité 2 ou 3, soit un nœud de valence 3. Chaque 
graphe de Dynkin simple contient au plus une telle arête ou un tel nœud. □ 

Corollaire 5.2. Si G est quasi-simple et à centre connexe, alors tout sous-groupe 
de Lévi L admettant un faisceau caractère cuspidal est quasi-simple et non de type 
A. 

Les résultats de la classification sont résumés dans la Table [H Pour chaque sous- 
groupe de Lévi L qui possède une paire cuspidale nous indiquons dans la 
troisième colonne le type du groupe M = Zf^{a), où fi G Sgs- Lorsque L possède 
plusieurs paires cuspidales, il y a plusieurs possibilités pour M. A désigne l'ensemble 
des nombres triangulaires, et □ désigne l'ensemble des nombres carrés. 

Les cas où la caractéristique est 2 et L = G est de type F4 ou Eg ne sont 
pas traités dans la table. Ce sont les seuls cas pour lesquels l'hypothèse de netteté 
("clean" au sens de Lusztig) n'est pas encore connue (voir [8]). 

5.1. Quotients du groupe linéaire spécial. Le centre de SL„_|_i est cyclique de 
cardinal {n-\-l)p' , où {n-\-l)p' est le plus grand diviseur de n-\-l que p ne divise pas. 
Soit d un entier qui divise {n + l)p', et notons /i^ le sous-groupe cyclique central 
de cardinal d. Tout groupe semi-simple et quasi-simple de type A„ est isomorphe à 
SL„+i//id pour un certain d. Ensuite, tout sous-groupe de Lévi de SL„+i est de la 
forme 

S'(GL„j X • • • X GL„^ ) on ni + ■■■ + rij = n, 

et où S{-) signifie le sous-groupe des éléments à déterminant 1. Son centre a 
pgcd(rii, . . . , nj)pi composantes, et son image dans Shn+i /^J-d a pgcd(ni, . . . ,nj, {n-\- 
\)p'/d) composantes. 

Un groupe de type A„ admet un faisceau caractère cuspidal si et seulement si son 
centre admet un caractère d'ordre nA-1. Pour que l'image de S'(GL„i x • • • x GL„j) 
dans SL„+i/^d admette un faisceau caractère cuspidal, alors, il faut et il suffit que 
rii divise pgcd(ni, . . . , rij, (n -f \)p' /d) pour tout i. Mais cela implique que 

ni = • ■ • = pgcd(ni, . . . ,nj, {n + l)p' /d). 

Posons r = ni — 1 = ■ ■ ■ — Uj ~ 1. Alors on voit que r -i- 1 divise {n -\- l)p'/d, et 
que j ^ {n+ l)/(r + 1). On conclut qu'un sous-groupe de Lévi admet un faisceau 



G 


L 


M 


SL„+i/,Ud, d\ {n+ l)p' 


(A,)(»+i)/(-+i), (r + l)d|(n+lV, 


(Ar)("+i)/^'-+i^ 


SJnin (n ^ 9^1 
S02TI+1 


B^+„ 2r + l,2sgn (p^2) 

B^, r G 2A (p = 2) 


Xjj- A -L'a A l rA.]^ J 

Br X D, (p ^ 2), 


SP2„ (p + 2) 

^^P2n 


Cr+s, r + s^2'L, r,s G A 
Cr, re2A (p = 2) 


C^- X Cg 


Spin2„ (p 7^ 2) 
iSpin2„, n e 2Z (p ^ 2) 
S02„ (p 7^ 2) 

r^o(J2n 


D^+s X (Ai)("-('^+'*»/2, 2r,2s G A 
Dr+s X (Ai)("-(''+«))/2, 2r,2s G A 
Dr+s, r + S G 4Z + 2, 2r, 2s G □ 
Ur+s, r + S G 4A, ^r, ZS G U [p ^ Ij 
Tir, r G 4n (p = 2) 


Dr X Ds X (Ai)'= 

Dr X Ds X (Ai)("-(''+*))/2 

D,. X D,, 

JJr X JJg 
Dr 


Er (p 7^ 3) 

Ee 


(A2)^ 

Eg 

D4 

Eg 


(A2)^ 

As X Al (pt^ 2),E6 
(Aij (p 7^ 2),D4 (p = 2) 
(A2)=^ (P7^3),E6 (p = 3) 


i!^7 (.P -^j 


(Ai)'^ (voir l'explication dans le texte) 

E7 

D4 

Eg 

E7 


A^ X Ao f» 9^ 3), Et h = 3) 
(Ai)4 (p^2),D4 (p = 2) 
(A2)3 (P7^3),E6 (p = 3) 
(A3)2xAi (P7^2),E7 (p = 2) 


Eg 


D4 
Eg 
E7 

E8 (p 7^ 2) 


(Air (P#2),D4 (p-2) 
(A2)3 (p^3),E6 (p = 3) 
(A3)2x Al (p/2),E7 (p = 2) 

(A4)2, As x A2 X Ai,D5 X A3,D8,Eg x A2,E7 x Ai,E8 


F4 


B2 

F4 (p ^ 2) 


(Ai)^ (P7^2),B2 (p = 2) 

Cs x Ai,A2 X A2, A3 X Ai,B4,F4 


G2 


G2 


Al X Ai,A2,G2 
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caractère cuspidal si et seulement s'il est de type 

Ar X ■ ■ ■ Ar, OÙ (r + 1) I (n + l)p'/d. 

(n + l)/(r + 1) facteurs 

5.2. Les groupes classiques. En caractéristique 2, tout groupe classique est iso- 
morphe au groupe adjoint du même type. Ces groupes-là seront considérés dans la 
prochaine section ; pour le moment, supposons que p 2. 

Considérons d'abord les groupes spéciaux orthogonaux impairs S02ri+i- H est 
bien connu que tout sous-groupe de Lévi L de S02n+i est de la forme S02fe+i x 

GL„i X ■ • ■ X GL„^, où (2fc -I- 1) -I- 2ni H h 2nj = 2n + 1. Mais GL„^ n'admet 

pas de faisceau caractère cuspidal sauf si ni = 1, et donc pour que L en admette 
un, il doit être de la forme S02fc+i x S, où S est un tore. En particulier, on a 
L/Z°(L) ~ S02fe+i, et Lusztig a décrit en [5j §23.2(c)] des conditions nécessaires 
sur k pour que S02fc-i-i admette un faisceau caractère cuspidal. 

Pour G = Sp2„, le même argument permet de se ramener à [U §23.2(b)] ; et pour 
G = S02„, à [H §23.2(d)]. 

5.3. Les groupes adjoints de type classique. Selon le Corollaire 15. 2^ il suffit 
de considérer les sous-groupes de Lévi L qui sont quasi-simples et du même type 
que G. Si G = PSp„ (resp. G = PSOm), alors il s'ensuit que L/Z°(L) ~ PSp^, 
(resp. L/Z°(L) 2± PSOfc) pour un certain k < m (rappelons que L est à centre 
connexe). Si p 2, on se réfère à (5] §23.2(a),(c)] pour trouver les conditions 
nécessaires sur k. Si p = 2, les résultats analogues se trouvent en [SJ §22]. 

5.4. Les groupes Spin et ^Spin. Considérons d'abord le groupe Spinj^+i. Son 
centre est de cardinal 2, et donc a priori il est possible qu'un sous-groupe de Lévi 
contenant des facteurs de type Ai puisse admettre un faisceau caractère cuspidal. 
Notons P son réseau des poids, et Q son réseau radiciel. On peut identifier Q avec 
Z", et P avec le réseau engendré par Q et l'élément 

X — ri i l\ 

Posons 

ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) (1 dans la i-ème coordonnée), 

et prenons {ei — 62, 62 — es, ... , e„_i — 6„, e„} comme l'ensemble des racines simples. 
Soit L un sous-groupe de type x (Ai)^ . On peut supposer que l'ensemble des 
racines simples de L est 

{ei - 62} U {es - 64} U • ■ • U {62^-1 - 62^} U 

{en-fc+i — e„-fe+2, e„_fc+2 — e„_fe+3, . . . , 6„_i — 6„, e„}, 

où n — fc -I- 1 > 2j. Le groupe Z(L)/Z°(L) possède un caractère non trivial si et 
seulement si un multiple de A appartient au réseau radiciel de L. Il est donc clair 
que Z(L) est non connexe si et seulement si 2j — n — k. Ensuite, si 2j = n — k, 
alors L admet un faisceau caractère cuspidal si et seulement si le groupe Spin2j,_|.i 
en admet un. Pour ce dernier, Lusztig a donné les conditions sur fc en [5] §23.2(e)]. 

Les arguments pour les groupes Spiuj^ et iSpin2„ sont semblables. Pour ceux-ci, 
on peut identifier le réseau radiciel Q avec l'ensemble {(toi, . . . , to„) G : ^ e 
2Z}. Le réseau des poids P de Spin2„ est engendré par Q et les deux éléments 

A = (i,i,...,i) et /i = (0,...,0,1). 
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G 


L 


Eg 


D4, D5, Eg 


Et 


D4, D5, Dg, Eg, E7 


Es 


D4, D5, Dg, D7, Eg, E7, Es 


F4 


B2, B3, C3, F4 


G2 


G2 



Tab. 2. Sous- groupes de Lévi quasi-simples et non de type A dans 
les groupes exceptionnels 



Le réseau des poids de 2Spin2„ est engendré par Q et A seul. L'ensemble des racines 
simples est {ei —62, 62 — 63, ... , e„-i — e„, e„_i -|-e„}. Considérons d'abord un sous- 
groupe de Lévi L de type x (Ai)-', dont les racines simples sont 

{ei - 62} U {es - 64} U • • • U {e2j-i - e2j} U 

OÙ n — A: + 1 > 2j. Le poids /i ne joue aucun rôle dans la question, car le caractère 
du centre de G correspondant est de restriction nulle aux facteurs de type Ai. 
Quant à A, le même calcul qu'on a fait pour Spin2„_(.i montre qu'il donne lieu 
à un caractère non trivial de Z(L)/Z°(L) si et seulement si 2j = n — fc. Si G = 
Spin2„ (resp. iSpin2„), son sous-groupe de type x (Ai)*^"^''')/^ admet un faisceau 
caractère cuspidal si et seulement si Spin2i, (resp. ^Spinjj,) en admet un. Pour ce 
dernier, voir [3 §23.2(e),(f)]. 

Enfin, si n est impair, le centre de Spin2„ est cyclique de cardinal 4 ; en effet, 
P/Q est engendré par l'image de A, et on a 2A = /i (mod Q). On est donc obligé 
de considérer aussi les sous-groupes de Lévi L contenant des facteurs de type A3. 
Pourtant, le calcul du paragraphe précédent montre que le caractère du centre 
correspondant à fi est toujours de restriction nulle aux facteurs de type A. Par 
conséquent, bien que le caractère correspondant à A soit d'ordre 4, sa restriction 
aux facteurs de type A n'est que d'ordre 2. Un tel L n'admet donc pas de faisceau 
caractère cuspidal. 

5.5. Les groupes adjoints de type exceptionneL D'après le Corollaire 15.21 il 
suffit de considérer les sous-groupes de Lévi quasi-simples et non de type A. Tous 
les tels groupes sont indiqués dans la Table [21 

Parmi ceux-ci, les groupes adjoints de type B3, C3, D5, Dg, D7 n'admettent pas de 
faisceaux caractères cuspidaux [H §22,§23.2(a),(c)]. Tous les autres en admettent au 
moins un. Les groupes de type B2 et D4 en caractéristique 2 sont traités en |5l §22], 
et en caractéristique impaire dans la Proposition 23. 2 (c) de loc. cit.. Pour la liste des 
M possibles dans Eg, E7, Es, F4, G2, respectivement, voir les Propositions 20.3(a), 
20.3(c), 21.2, 21.3, 20.6 de [5]. 

5.6. Le groupe simplement connexe de type Eg. Si p = 3, El'^ est isomorphe 
à El'*. Supposons donc que p 7^ 3. Puisque le centre de El'^ est de cardinal 3, on 
sait que pour tout sous-groupe de Lévi L, le cardinal de Z(L)/Z°(L) égale soit 1, 
soit 3. Parmi les sous-groupes figurant dans la Table [21 ceux de type D4 et D5 sont 
à centre connexe (parce qu'un groupe quasi-simple de type D ne peut pas avoir un 
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centre à 3 composantes) et donc ont déjà été traité. Pour Eg'^ lui-même, voir [51 
Proposition 20.3]. 

Nous devons maintenant considérer les sous-groupes de Lévi non quasi-simples 
contenant un facteur de type A2 . Il y en a deux, de types A2 et A2 x A2 . Un calcul 
semblable à ceux que l'on a fait pour les groupes Spin montre que le sous-groupe de 
Lévi de type A2 est à centre connexe. (Il suffit de vérifier, d'après les descriptions 
en [3] des réseaux de poids et des réseaux radiciels, qu'il n'existe pas de poids qui 
n'est pas dans le réseau radiciel de A2 mais dont un multiple y est). Par contre, 
le centre de A2 x A2 est à 3 composantes, et donc ce groupe-ci admet un faisceau 
caractère cuspidal. 

5.7. Le groupe simplement connexe de type E7. Si p = 2, E^^ est isomorphe 
à Ef^. Supposons donc que p 7^ 2. Le centre de Ef'^ est alors de cardinal 2. Il n'est 
pas donc aussi facile qu'en El'^ de conclure que les divers sous-groupes propres de 
Lévi figurant dans la Table [2] sont à centre connexe. Il faut plutôt vérifier ce fait 
dans chaque cas par un calcul dans le réseau des poids, en utilisant les données 
de [3]. 

Des calculs semblables montrent que le seul sous-groupe de Lévi (à conjugaison 
près) contenant des facteurs de type Ai et possédant une paire cuspidale est celui 
de type Ai x Ai x Ai qui correspond au graphe suivant : 

• 

o— o— i— •— o— • 

(Ef^ possède plusieurs sous-groupes de Lévi non conjugués de type Ai x Ai x Ai. 
Les autres sous-groupes de ce type n'ont pas de faisceaux caractères cuspidaux). 

6. Classes de Conjugaison de Sous-groupes de Lévi dans le 
Centralisateur d'un Élément semi-simple 

On garde les notations de la section précédente : G est un groupe réductif, 
L = Zg(Ti) est un sous-groupe de Lévi qui possède une paire cuspidale (S,f), et 
À4 = Zl((7), où cr g Sss- Rappelons la définition de l'ensemble A4 qu'on a introduit 
à la Section [3] : 

M = {M^ : x e G, x-'^ax G E^s} où = Z^(xTix~^). 

À ce moment-là, nous avons remarqué que ^A se répartit en un nombre fini de 
classes de conjugaison sous H. 

Remarque 6.1. À la Section^ la notation a désignait un élément de G conjugué 
à un élément de Egg. Ici, on l'a supposé dans Egg. Il est clair qu'aucune perte de 
généralité n'en résulte. 

Cette section est consacrée à la preuve du théorème suivant : 

Théorème 6.2. Si G est semi-simple, quasi-simple, et différent de PSp2„, PS02n, 
iSpiUjjj et E^'^, alors tous les membres de Ai sont conjugués sous H. Si G est l'un 
de ces quatres groupes, alors A4 se répartit en une ou deux classes de conjugaison 
sous H. 

Il est à rappeler (voir la Remarque 13. ip que tous les membres de A4 sont conju- 
gués sous G et donc isomorphes. 
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Remarque 6.3. Soit a; G G est tel que x^^ax G Sss, et posons cr' — x^^ax. On 
sait, d'après la Remarque 13. H que a et cr' sont conjugués (dans L) à multiplication 
par un élément de Ti près. Il y a donc un / G L et un z G Ti tel que f~^(j' f = 
z(T, OU autrement dit, {xf)~^a{xf) = za. Puisque / centralise Ti, il est clair 
xfTi{xf)^^ = xTix~^, et donc que M^;/ = M^^. On ne s'intéresse qu'à la classe de 
conjugaison de ce dernier groupe, et donc on peut supposer, sans perte de généralité, 
que x~-^ax — za, avec z G Ti. 

6.1. Les cas triviaux. Si L = G, alors on a H = M = Ma; pour tout x, et il n'y 
a rien à démontrer. En particulier, le théorème est donc vrai dans les cas suivants : 



G = L 



Et 
Eg 
F4 
G2 



M 

A5 X A2,(A3)2 X Ai,E7 

(A4)^A5 X A2 X Ai,D5 X A3,D8,E6 X A2,E7 X Al, Es 
C3 X Al, A2 X A2,A3 X Ai,B4,F4 
Al X Ai,A2,G2 



6.2. Graphes de Dynkin. Soient Aq, Al, Ah, Am et Am^ les graphes de Dyn- 
kin des groupes correspondants, et soient Aq et Al les graphes de Dynkin com- 
plétés de G et de L. Rappelons que le graphe de Dynkin d'un sous-groupe de Lévi 
(resp. du centralisateur d'un élément semi-simple) peut être identifié à un sous- 
graphe, unique à conjugaison sous le groupe de Weyl près, du graphe de Dynkin 
(resp. graphe de Dynkin complété) du groupe de départ. On a donc les inclusions 
suivantes : 

Al C Ag et Am. C Ah C Àg, 

On sait déjà que Am — Am. pour tout x. Pour montrer que tous les M^^ sont 
conjugués dans H, il suffit de montrer que les sous-graphes Am. de Ah sont conju- 
gués par le groupe de Weyl de H. En particulier, si tous les sous-graphes de Ah 
isomorphes à Am soient conjugués, alors le théorème s'ensuit. 

Il arrive parfois que Ag (et donc Ah) ne contienne qu'un seul sous-graphe 
isomorphe à Am- Dans ces cas-là, il n'y a rien à démontrer, et le résultat est 
immédiat. 



6.3. Les groupes de type A et les groupes exceptionnels. Si G est de type 
An, alors tout centralisateur d'un élément semi-simple est en fait de Lévi, et on 
peut donc se restreindre à considérer le graphe de Dynkin non complété Ag. M 
est de type (A^-i)'-"^^'/''. Si l'on note ai, . . . , q;„ les nœuds de Ag, il est clair que 
l'unique sous-graphe de type (A^-i)^""'"^-'/'' est celui qui contient les nœuds 

ai, ... , Qfr-i; «r+l, • • • , Q!2r-i; • ■ ■ ; a(^n+l)/r-r+l, ■ ■ ■ , OLn- 

Supposons maintenant que (G, L, M) est l'un des triplets qui figurent dans la 
Table[3l Dans les cas où il n'y a aucune mention sous l'en-tète "remarque," le graphe 
Ag ne contient qu'un seul sous-graphe isomorphe à Am- 

Dans les trois cas qui portent la mention (*), Ag contient d'autres sous-graphes 
isomorphes à Am, et il faut donc faire un argument supplémentaire. Considérons 
le cas où G et de type E7 et M de type (Ai)'^. Le groupe ne peut pas être un 
sous-groupe de Lévi de G : on sait que M admet un faisceau caractère cuspidal, 
mais selon la Table [H G n'a pas de sous-groupe de Lévi isogène à M qui en admet 
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ri 

V I 




M 


cet' ri û 




A 


/\ \(n+l)/r 


t\ \(n+l)/r 


• 4_0-« «-O- -0-* • 




Eg 


D4 


\ A A A 

Al X Al X Al X Al 


• 

i 






D4 


D4 


î 

o-*-i-*-o 




Et 


D4 


Al X Al X Al X Al 




•_o-«-i-«-o-« 


(*) 




D4 


D4 


• 

o-o-«-A-«-o-o 






Ee 


A2 X A2 X A2 


• 

•-•-o-i-o-«-« 






Ee 


Ee 


• 

o-«-*-i-*-«-o 




Es 


D4 


Al X Al X Al X Al 


• 

o-o-A-«-o-«-o-« 


(*) 




D4 


D4 


• 

o-«-i-«-o-o-o-o 






Es 


A2 X A2 X A2 









Ee 


Es 


• 

•-•-4-«-«-o-o-o 






Ey 


A3 X A3 X Al 


• 

•-o-4-*-o-«-«-« 






Ey 


E7 


• 

•-•-i-*-*-«-o-o 




F4 


B2 


Al X Al 


•-o-«^o-o 


(*) 




B2 


B2 


o-o-«Je«-o 





Tab. 3. Groupes exceptionnels 



un. Il est facile de faire la liste de tous les sous-graphes de Aq de type (Ai)^ : 

• • • 

•—o— •—(!)—•— 0—0 •— o— •— è— o— •— o •— o— •— è— o— o— • o 

• • » •— o— •—(!)— «—o—» 
o— o— •—(!)— «—o—» o— •— o— è— •— o— • •— o— o— è— •— o— • 

Les six premiers sous-graphes sont tous conjugués sous le groupe de Weyl de G, et 
chacun des quatre premiers sous-graphes est contenu dans un sous-graphe de type 
E7, et correspond donc à un sous-groupe de Lévi. Seul le dernier correspond à un 
sous-groupe qui n'est pas de Lévi ; celui-là doit être égal à Am- 

Un argument semblable permet de traiter les autres cas marqués (*) : dans 
chaque cas, on trouve d'après la Table [U que M n'est pas un sous-groupe de Lévi 
de G, et que Aq n'a qu'un seul sous-graphe isomorphe à Am dont le sous-groupe 
correspondant n'est pas de Lévi. Ce sous-graphe-là est donc forcément égal et à 
Am- En particulier, Am est seul dans sa classe de conjugaison sous le groupe de 
Weyl G, et donc sous celui de H. 

Le théorème est maintenant démontré dans tous les cas figurant dans la Table [3l 

6.4. Les groupes classiques. Supposons maintenant que G est l'un des groupes 
S02ri+i, Sp2„, ou S02n. Dans les groupes classiques, nous pouvons tirer profit du 
fait que tout sous-groupe de Lévi se décompose en produit direct de son sous-groupe 
dérivé et d'un tore. En particulier, on a 

L ~ Ldor X Ti. 

De plus, L se plonge dans un sous-groupe réductif 

Ldcr X Li C G 

où Li est semi-simple, quasi-simple et du même type que G, et où Ti est un tore 
maximal de Li. Le groupe Li se décrit comme suit : si G = SOat (resp. G = Sp^), 
alors il y a un entier positif M < iV tel que Ldcr — SOm (resp. Ljer — Spj;^), et on 
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a que Li 2± SOjv-Af (resp. Li ~ Sp^_j(^). Il est à noter que Ldcr x Li n'est pas en 
général de Lévi. 

Si y est un élément d'un groupe classique, on note E{y) l'ensemble (avec mul- 
tiplicités) de ses valeurs propres. Si l'on décompose un élément y G Ldcr x Li en 
un produit y = d x t, où d Ldcr et t e Li, alors E{y) ~ E{d) U E{t). Enfin, 
rappelons que dans tout groupe classique quasi-simple, deux éléments semi-simples 
sont conjugués si et seulement s'ils ont les mêmes valeurs propres avec les mêmes 
multiplicités. 

Imposons l'hypothèse de la Remarque 16.31 ^t reprenons ses notations : a' = 
x~^ax — za, où z G Ti. Ecrivons a comme un produit d ■ t, on d Ç Ldcr et i G Ti, 
et de même pour a' — d' -t' . Puisque de telles décompositions sont uniques, l'égalité 
ct' — z<T implique que 

d' ^ d et i' = zt. 
Puisque a et a' sont conjugués, on sait que E(a) ~ E{a'), et puis il s'ensuit que 
E{t) = E{zt). Il existe donc un fc G Nli (Ti) tel que ktk^^ — zt. Puisque k commute 
avec Ldcr, on a maintenant 

kak^^ — kdtk^^ = zdt — a' . 

Posons h' — xk ; alors h'ah'^^ — a. D'autre part, on a que h'Tih'^^ — xTix^^ 
(car k normalise Ti), et donc 

(21) h'Mh'-^ = M^. 

L'élément h' appartient au groupe éventuellement non connexe ZG,{a). Il reste de 
démontrer qu'on peut remplacer h' par un élément de H. 

Considérons le groupe non connexe Om- H est clair que pour tout tore S C SO™, 
il existe un élément dans la composante non neutre de Om qui commute avec S. Par 
conséquent, si S est un tore dans un produit quelconque des Om, des Sp^, et des 
GLm, alors toute composante contient un élément commutant avec S. Le groupe 
20(0") est un sous-groupe d'un tel produit, et donc dans la composante de Zcicr) 
contenant h', il existe un élément r qui centralise le tore x^^Tix. Cette dernière 
condition implique que r normalise M^;. Ensuite, posons h = r^^h' . Cet élément est 
forcément dans la composante neutre de Zc,{a), i.e., dans H. Il s'ensuit maintenant 
de (|2T|) que hM-h^^ — M^;. M et M^: sont donc conjugués sous H. 

Remarque 6.4. Au cours de cette preuve, l'hypothèse que L et M admettent des 
faisceaux caractères cuspidaux n'a joué aucun rôle. Cela nous aidera plus tard à 
traiter les groupes simplement connexes de type classique. 

6.5. Les groupes adjoints de type classique. Supposons que G est l'un des 
groupes PSp2„ ou PS02n. La preuve pour ces groupes-ci consiste à se ramener au cas 
des groupes classiques. Posons G — Sp2„ ou S02„, respectivement, et soit tt: G ^ 
G l'application quotient naturelle. Soit Ti la composante neutre de 7r~^(Ti), et 
posons L — Zq(Ti) et Sgs — 7r~^(I]ss)- Ensuite, choisissons un point à G Tr^^{a), 
ainsi qu'un x G Tr^^{x) pour tout x G G tel que x^^ax G Sss- On a donc x~^&x G 
Sss- Enfin, posons Mi = Z^(iTii~^). L'ensemble Sss est soit connexe, soit à deux 
composantes. Essayons d'abord de mieux le comprendre. 

Soit C C L/Ti la classe de conjugaison dont Egs est l'image réciproque, et 
considérons l'application q: L/Ti L/Ti. L'ensemble C = q~^{C) contient une 
ou deux classes de conjugaison et une ou deux composantes. D'une part, toute classe 
de conjugaison dans L/Ti est connexe ; d'autre part, la réunion de deux classes de 
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conjugaison de même dimension est forcément non connexe. On conclut que chaque 
composante de C est une classe de conjugaison. Ensuite, l'application r: L ^ L/Ti 
étant à noyau connexe, on voit que l'opération d'image réciproque sous r préserve 
le nombre de composantes. Donc chaque composante de Sgs = est l'image 

réciproque d'une seule classe de conjugaison dans L/Ti. 

Si Sss est connexe, alors tous les sont conjugués sous H (car le théorème est 
déjà établi pour G), et donc leurs images M^; sont conjugués sous H. 

En revanche, si Sgs est réunion de deux composantes, notons- les et S~. 
Ensuite, définissons deux sous-ensemble ^M^ C M par 

Il est à noter que cette répartition de AA en deux sous-ensembles est bien définie, i.e., 
indépendante des choix des éléments i et tr. Tous les membres de A^"*" (resp. M~) 
sont conjugués sous H, puisque les correspondants sont conjugués sous H. 

Parfois, les membres de et de deviennent conjugués sous H, mais il 
est également possible qu'ils restent non conjugués. Par exemple, supposons que 
G = SOir et M = L ~ SOar x ti. Soit & l'élément (-1,1) G SOsr x fi. Alors 
H 2± S02r X S02r. Remarquons que les éléments à et —à ont les mêmes valeurs 
propres (avec les mêmes multiphcités) ; ils sont donc conjugués dans G. En effet, 
soit i: G G une matrice de permutation telle que la conjugaison par x échange les 
deux facteurs de H. On a alors x~^àx = —à. Il est clair que iMi"^ et M ne sont 
pas conjugués dans H. Au contraire, l'image x de i dans PS04r centralise l'image 
a àe à. Par conséquent, les images de M et de x'M.x~^ , qui restent non conjugués, 
appartiennent tous les deux à AA. 

6.6. Les groupes Spin et ^Spin. Si G est l'un des groupes Spin„j ou iSpin4^, 
posons G = SOm ou PS04m, respectivement. G est donc un quotient de G par un 
sous-groupe central de cardinal 2. Définissons L, Ti, H, Ëgs et M^; comme étant les 
images dans G de L, Ti, H, Sgs et Mj^. Le théorème étant déjà établi pour SOm 
et PS04m, on sait que les M^^ se répartissent en une ou deux classes de conjugaison 
sous H. 

Ainsi que nous l'avons remarqué à la Section 16.21 les questions de conjugaison 
de sous-groupes de Lévi se résolvent au niveau du graphe de Dynkin : deux sous- 
groupes de Lévi sont conjugués si et seulement si leur sous-graphes correspondants 
sont conjugués par le groupe de Weyl. Les M^; et les M^; étant des sous-groupes 
de Lévi correspondants de H et H, on voit que la répartition des Mj; en classes de 
conjugaison sous H coïncide avec celle des Mj; sous H. 

6.7. Le cas G = Eg, L = M = {■^2)'^ • Imposons les hypothèses et prenons les 
notations de la Remarque 16.31 : on s. a' — x^'^ax = za pour un certain z G Ti. 

Le graphe de Dynkin complété Ag contient trois sous-graphes de type (A2)^ : 

• • 

i i 

i— o— o o— o— i— •— • 

Si Ah ne contient qu'un de ces trois graphes, alors le résultat se déduit des argu- 
ments de la Section [621 Le seul sous-graphe propre de Aq qui en contient au moins 
deux est de type (A2)^, et celui-ci les contient tous les trois. Supposons désormais 
que H est de type (A2)'^. 
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Le groupe H est donc un quotient central de (SLa)"^. Notons le groupe des 
racines troisièmes de l'unité, identifié avec le groupe des matrices scalaires dans 
{i.e., le centre de) SL3. Nous montrons maintenant que 

H ^ (SL3 X SLs X SL3)/m^, 

où /i^ est l'imago du plongement diagonal /is > /i3 x /i3 x /i3. Soit K le noj^au de 
l'application (SLa)'^ H. D'une part, on sait que |Z(G)| = 3, et donc |Z(L)/Z°(L)| 
doit diviser 3, mais si K était trivial (et donc H ~ (SLa)^), on pourrait en déduire 
que |Z(L)/Z°(L)| = |Z(SL3 x SLs)] = 9. D'autre part, si \K\ valait 9 ou 27, il est 
facile de voir que L serait à centre connexe, mais pour qu'un groupe de type (A2)^ 
admette un faisceau caractère cuspidal, il ne doit pas être à centre connexe. On 
conclut que \K\ = 3, et sans perte de généralité, on peut identifier K avec /i^. 

Par un léger abus de notation, nous allons écrire des triplets (a, 6, c) G (SL3)^ 
pour désigner des éléments de H. Soit e /ia une racine primitive troisième de 
l'unité. Le centre de H est l'ensemble {(a, fe, c) : a,b,c € /X3}, où on a, bien sûr, 
l'identification {uj,uj,uj) = (1, 1, 1). 

Notons T le groupe des matrices diagonales dans SL3, et soit Mi, M2, et M3 les 
images dans H de SL3 x SL3 x T, T x SL3 x SL3, et SL3 x T x SL3, respectivement. 
Ces derniers sont des sous-groupes de Lévi de H correspondant aux trois graphes 
ci-dessus. Tout sous-groupe de Lévi de H de type (A2)^ est conjugué à l'un de ces 
trois. Supposons, sans perte de généralité, que M = Mi et que M^; est égal à l'un 
de Ml, M2, M3. Notre but est donc de démontrer que M^, — Mi. 

Soit U une représentation irréductible de G de dimension 27, et soit V la repré- 
sentation naturelle de SL3 de dimension 3. Alors 

C/|h ~y(8>V*(8)A;®A;®y(8)y*©F*(8)A;(g)y. 

^ V ' ^ V ' ^ V ' 

Ui U2 Ua 

On a Ui = pour i = 1,2,3. (Ici J/^"^^») désigne le sous-espace de U sur 

lequel Z°(Mj) agit trivialement). 

Un élément {a,b,c) S Z(H) agit sur Ui (resp. U2, U3) par le scalaire alr^ 
(resp. bc~^, ca~^). Nous pouvons maintenant identifier Z(G) comme sous-groupe 
de Z(H) : c'est l'ensemble des éléments qui agissent sur U par un scalaire, «.e., 
l'ensemble des triplets (a, b, c) où ab~^ = bc~^ = ca~^ : 

Z(G) = {(1,1,1), (l,a;,a;2), (l,a;^a;)}. 

Bien sûr, on a cr G Z(H) ; par contre, a ^ Z(G) (car H = Z'(^{a)). Il y a donc six 
possibilités pour a : 

, , (1,1,^^), (l,u;,l), (l,u;2,u;2) 

(22) 

(1,1,^'), (l,^,c^), 

Il est à noter que chaque élément de Z(H) \ Z(G) agit sur les trois composantes 
?7i, Ui, U3 par trois scalaires différents. 

Montrons maintenant que cr' G Z(H) \ Z(G) aussi. On sait que a' = za avec 
z G Ti. Si cr = (o, 6, c), alors a' = {a,b,c') pour une certaine matrice c' G T. 
Écrivons 

■ ( , 

a = a, 0, 



/ / / 

ou C1C2C3 
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Cet élément agit sur Ui par le scalaire ab~^, et ses valeurs propres sur U2 (resp. C/3) 
sont bc'^^, hc'^"^, bc'^^ (resp. c'^a^^ , c'^a^^ , Cga^^), chacune avec multiplicité 3. Mais 
ses valeurs propres doivent coïncider avec celles de ct : on en déduit immédiatement 
que c'i, c'2, et Cg sont des racines troisièmes de l'unité. Ensuite, la condition c'j^cJjCg — 

I sur trois racines troisièmes de l'unité implique qu'elles sont soit toutes égales, 
soit toutes distinctes. Mais si elles étaient toutes distinctes, a' aurait trois valeurs 
propres distinctes sur U2, tandis que cr n'en a que deux sur C/2 ® C/3. Il faut donc 
c'i = C2 = Cg, i.e., que c' soit une matrice scalaire, et donc que cr' G Z(H). 

Puisque a agit sur Ui = '^^'^ par ab~^ , il faut que a' agisse sur C/^ '■'^^"^ par 
ab~^. Mais a' agit sur Ui par ab~^, et par d'autres scalaires sur U2 et C/3. On en 
déduit que [/^"(Mx) [/^^ et donc que M^; = M. 

6.8. Le cas G = E7, L = M = (Ai)'^. Les hypothèses et notations de la Re- 
marque [631 restent en vigueur. 

Rappelons que E7 contient plusieurs classes de conjugaison de sous-groupes de 
Lévi de type (Ai)'^, dont une seule admet des faisceaux caractères cuspidaux. Le 
graphe de Dynkin complété Aq contient deux sous-graphes correspondant à cette 
classe de conjugaison : 

• • 

•— o— •— è— o— o— o o— o— o— è— •— o— • 

II s'ensuit que M se répartit en au plus deux classes de conjugaison sous H. Nous 
démontrons par exemple maintenant que les membres de À4 ne sont pas forcément 
tous conjugués. 

Prenons pour H l'unique sous-groupe (à conjugaison près) de type A3 x Ai x A3. 
H est donc un quotient de SL4 x SL2 x SL4. 

Soit Kl l'image de SL4 x SL2 x T dans H, et K2 l'image de T x SL2 x SL4. Soit 
Ml (resp. M2) le sous-groupe de Lévi (unique à conjugaison près) de Ki (resp. K2) 
de type (Ai)*^. Supposons, sans perte de généralité, que M = Mi. Il est clair que 
M2 n'est pas conjugué à M dans H. 

Puisque |Z(G)| = 2, on sait que |Z(Ki)/Z°(Ki)| < 2. D'autre part, le fait que 
son sous-groupe de Lévi Mi admette un faisceau caractère cuspidal impHque que 
|Z(Ki)/Z°(Ki)| = 2. 

ExpHcitons le centre de H. C'est un quotient de ^4 x ^2 x M4- Des considérations 
semblables à celles de la section précédente permettent de trouver explicitement 
le noyau de cette application, en utilisant le fait que |Z(Ki)/Z°(Ki)| = 2 et que 
le caractère non trivial du centre de Ki est à restriction non triviale sur chaque 
facteur quasi-simple de Mi. On trouve qu'on peut identifier 

H~ (SL4 X SL2 x SU)/pit, 

où fif C /i4 X /i2 X //4 est le groupe cyclique engendré par 

En particulier, on a |Z(H)| ~ 8. Deux éléments parmi les 8 constituent Z(G) : 
à savoir, les triplets (1,1,1) et (— 1,— 1,— 1). L'élément a doit être l'un des six 
éléments qui restent. Ecrivons un ensemble de représentants de ces six éléments : 

ordre 4- ^^'^'^^ ordre 2 ■ 

(1,1, -z) (1,-1, -z) (1,-1,1) 

Il est clair que Ki et K2 sont conjugués sous G : leurs sous-graphes dans Aq 
sont conjugués. Soit a; G G un élément tel que xKix^^ = K2 et xK2X~^ = Ki. La 
conjugaison par x préserve H et donc Z(H). Puisqu'elle doit également préserver 
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le facteur de type Ai dans H, on voit que la conjugaison par x doit stabiliser les 
deux éléments d'ordre 2 dans Z(H). (Il est à noter que (1, 1, —1) = (—1, 1, 1) dans 
Z(H)). 

En résumé, si l'on pose a = (1, 1, —1) ou u = (1, —1, 1), il existe un x € G qui 
stabilise a, mais tel que = M2 n'est pas conjugué dans H à M = Mi. 
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